
Numeriqke metode - uvodno predavaǌe

1) Apsolutna i relativna grexka
Prilikom izraqunavaǌa odre�ene brojevne vrednosti x neretko nismo u pri-

lici da je na�emo sa potpunom taqnox�u, ve� smo prinu�eni da je aproksimiramo
odgovaraju�om pribli�nom vrednox�u x (npr. ve� kad koristimo neki merni
instrument, javǉa nam se takva situacija s obzirom na to da ovaj nikad nije
apsolutno precizan).

Definicija 1. Apsolutna vrednost razlike ∆x = |x − x| se tada naziva ap-
solutna grexka, dok se koliqnik δx = ∆x

x = |x−x|
x naziva relativna grexka

aproksimacije vrednosti x vrednox�u x.

Relativnu smo grexku obiqno proceǌujemo kao

δx ≈
∆x

x
= δx

jer nam je podatak x uglavnom nedostupan.
Informacija o apsolutnoj grexki nam omogu�ava da odredimo interval [x−

∆x, x + ∆x] kojem pripada vrednost x. Sa praktiqnog stanovixta, relativna
grexka nam pru�a realniju informaciju o mogu�em odstupaǌu koje qinimo odgo-
varaju�om aproksimacijom jer nam daje informaciju o veliqini mogu�e apso-
lutne grexke u odnosu na vrednost koju raqunamo. Podatak o mogu�oj apsolut-
noj grexki nam sam za sebe ne govori mnogo (zato se npr. svaka oprema za mereǌe
prodaje sa specifikacijom gorǌe granice dozvoǉene relativne grexke za dati
opseg mereǌa). Obiqno se izra�ava u procentima.

Primer 1. Ukoliko ka�emo da vrednost x = 1.2345 aproksimira vrednost x
sa gorǌom granicom relativne grexke od 5%, imamo

|x− x|
x

≤ 0.05, |x− x| ≤ 0.05x, −0.05x ≤ x− x ≤ 0.05x, 0.95x ≤ x ≤ 1.05x,

1.1728 ≤ x ≤ 1.2962,

dok ukoliko ka�emo da vrednost x = 1.2345 aproksimira vrednost x sa gorǌom
granicom relativne grexke od 0.5%, imamo

|x− x|
x

≤ 0.005, |x− x| ≤ 0.005x, −0.005x ≤ x− x ≤ 0.005x, 0.995x ≤ x ≤ 1.005x,

1.2283 ≤ x ≤ 1.2407.

2) Zapisivaǌe numeriqkih podataka
S obzirom na to da numeriqki podaci mogu imati razliqit red veliqine

(0.0000001, 100000 i sl.), ustaǉen je tzv. naqin zapisivaǌa u pokretnom zarezu
uz pomo� mantise i eksponenta, odnosno svaki podatak x zapisujemo u obliku

x = (x)∗ · 10e,

gde eksponent e biramo tako da bude (x)∗ ∈ [0.1, 1). Deo (x)∗ se tada naziva
mantisa.

Npr. normalizovani zapis broja 1.2345 bi�e 0.12345 · 101, xto se jox mo�e
zapisati i kao .12345 · 101 ili jednostavno 12345e1 (kako je u mantisi prva cifra



nakon decimalne taqke po default-u razliqita od 0 - nije neophodno da ista sadr�i
ni decimalnu taqku ni nulu pre decimalne taqke, upravo to i jeste poenta zapisa
u pokretnom zarezu - koristiti xto maǌe ”memorije” ). Planck-ova i Avogadr-ova
konstanta, koje su u SI sistemu zapisuju kao h = 6.626068 ·10−34Js i L = 6.02214129 ·
1023mol−1 se mogu zapisati kao 6626068e− 33Js, odnosno 602214129e24mol−1.

3) Znaqajne i sigurne cifre
Vratimo se na trenutak Primeru 1. Vidimo da bi uslov da je gorǌe ograniqe-

ǌe za relatvnu grexku jednako 5% mogao da nam pru�i samo informaciju o cifri
sa najve�om te�inom u vrednosti x (jer 1.1728 ≤ x ≤ 1.2962 podrazumeva da je ta
cifra jednaka 1, ali ne mo�emo da znamo da li je prva cifra nakon decimalne
zapete jednaka 1 ili 2), dok bi uslov da je gorǌe ograniqeǌe za relativnu grexku
jednako .5% mogao da nam pru�i sigurnu informaciju i o onoj slede�oj cifri po
te�ini (iz 1.2283 ≤ x ≤ 1.2407 znamo da je ta cifra jednaka 2, dok za onu slede�u
ne znamo da li je jednaka 2, 3 ili 4).

Na osnovu izlo�enog mo�emo re�i da ukoliko neku vrednost x aproksimiramo
vrednox�u x = 1.2345 sa gorǌim ograniqeǌem od .5% za relativnu grexku, cifre
1 i 2 predstavǉaju neku vrstu sigurnih cifara u podatku x (dok bi se u sluqaju
gorǌeg ograniqeǌa od 5% za relativnu grexku samo cifra 1 mogla smatrati
sigurnom).

Termin sigurne, tj. znaqajne cifre se formalizuje kroz slede�u definiciju.

Definicija 2. Znaqajne cifre nekog broja su sve cifre ǌegovog decimalnog
zapisa polaze�i od prve ”ne-nula” cifre sa leve strane. Drugim reqima, uko-
liko je neka decimalna vrednost x zapisana u obliku

x = cn−1cn−2 . . . c1c0.c−1c−2 . . . c−m = cn−1 · 10n−1 + cn−2 · 10n−2 + . . .+ c1 · 10 + c0

+c−1 · 10−1 + c−2 · 10−2 + . . .+ c−m · 10−m, cn−1 6= 0,

sve cifre cn−1, cn−2, . . . , c1, c0, c−1, c−2, . . . c−m predstavǉaju znaqajne cifre
broja x. Specijalno, ukoliko je numeriqki podatak x zapisan u normalizovanom
obliku (preko mantise i eksponenta), znaqajne su sve cifre koje sadr�i mantisa
- cifru 0 pre decimalne taqke ne raqunamo (podatak o eksponentu nam je, nar-
avno, sǎm za sebe bitan jer nam daje informaciju o redu veliqine odgovaraju�eg
numeriqkog podatka).

Definicija 3. Neka je x′ = (x′)∗10e, x′ ∈ [.1, 1), broj zadat sa gorǌom granicom
apsolutne grexke ∆. Tada ka�emo da broj x′ sadr�i k sigurnih cifara (u
xirem smislu), gde je k najve�i prirodan broj za koji va�i

∆ < 10e−k.

Pritom pod pomenutih k cifara podrazumevamo prvih k znaqajnih cifara sleva.
Kako je iz opisanog jasno da ova nejednakost ne va�i ako umesto k stavimo

k+1, mo�emo re�i da je k prirodan broj za koji va�i (u ovom sluqaju je atribut
”najve�i” nepotreban)

10e−(k+1) ≤ ∆ < 10e−k, odnosno 10e−k−1 ≤ ∆ < 10e−k.

Tako�e, ka�emo da broj x′ sadr�i l sigurnih cifara u u�em smislu, gde je l
najve�i prirodan broj za koji va�i

∆ <
1

2
· 10e−l



(ili jednostavno prirodan broj za koji va�i 1
2 · 10e−(l+1) ≤ ∆ < 1

2 · 10e−l; opet, pod
pomenutih l cifara podrazumevamo prvih l znaqajnih cifara sleva).

Jox jednom da napomenemo, kod normalizovanog zapisa cifru 0 pre decimalne
taqke u mantisi (ako je uopxte navedena) ne raqunamo ni u znaqajne, ni u sig-
urne, ni u sigurne cifre u u�em smislu (kao xto je ne raqunamo ni u bilo kom
drugom zapisu ako pre ǌe nema ”ne-nula” cifara). Taqno je da je na qasu bilo
diskutovano kako bi po nekom kriterijumu to sa raqunaǌem cifre 0 u mantisi
mo�da i imalo smisla, ali zvaniqno pravilo je ipak da se ne raquna.

U literaturi se tako�e koriste termini znaqajne cifre u xirem smislu, odnosno
znaqajne cifre u u�em smislu. Iz prilo�enog je jasno da je svaka sigurna cifra
u u�em smislu ujedno i sigurna cifra u xirem smislu, kao i da je svaka sigurna
cifra u xirem smislu ujedno i znaqajna cifra.

U sluqaju koji smo razmatrali imamo x = .12345·101, pri qemu u ukoliko gorǌe
ograniqeǌe za relativnu grexku iznosi .5% - imamo da je gorǌe ograniqeǌe za
apsolutnu grexku ∆ = 0.005 · x = .0062. Kako je (e = 1)

10−3 ≤ .0062 < 10−2,

odnosno
101−4 ≤ .0062 < 101−3,

to je u skladu sa formulacijom definicije sigurnih cifara k = 3, te se prve 3
cifre (1, 2 i 3) u broju x smatraju sigurnim. Sliqno, kako je

1

2
· 10−2 ≤ .0062 <

1

2
· 10−1,

odnosno
1

2
· 101−3 ≤ .0062 <

1

2
· 101−2,

to je u skladu sa formulacijom definicije znaqajnih cifara l = 2, te se prve
2 cifre (1 i 2) u broju x smatraju sigurnim u u�em smislu (xto je potpuno u
skladu sa pre�axǌom diskusijom intervala [x −∆x, x + ∆x]). Znaqajne cifre u
broju x su 1, 2, 3, 4, 5.

Primer 2. Ukoliko je podatak x = 0.03120700 zadat sa goǌom granicom za
dozvoǉenu apsolutnu grexku ∆x = 0.5 · 10−5, odrediti sigurne cifre u xirem i
u�em smislu u x. Odrediti i znaqajne cifre u x.

Rexeǌe. Znaqajne cifre nikada nisu u korelaciji sa granicama za grexku, u
ovom sluqaju to su 3, 1, 2, 0, 7, 0, 0. Kako je e = −1 (0.03120700 = 0.3120700 ·10−1) i

10−6 ≤ 0.5 · 10−5 < 10−5,

za broj k sigurnih cifara treba da va�i −1 − k = −5 odnosno k = 4. Dakle,
sigurne cifre su 3, 1, 2, 0. Kako ne va�i

0.5 · 10−5 < 0.5 · 10−5,

(va�i znak jednakosti, ali ne va�i znak ”<” koji se formalno zahteva u defini-
ciji), to nema 4 ve� 3 sigurne cifre u u�em smislu (jasno je da va�i 0.5 · 10−5 ≤
0.5·10−5 < 0.5·10−4, odnosno 0.5·10−1−(3+1) ≤ 0.5·10−5 < 0.5·10−1−3, tj. l = 3). Dakle,
sigurne cifre u u�em smislu su 3, 1, 2. Da je npr. goǌa granica za dozvoǉenu
apsolutnu grexku bila ∆x = 0.49 ·10−5, imali bismo jednak broj sigurnih cifara
u xirem i u�em smislu (po 4).



Interval [x−∆x, x+ ∆x] je [0.03120200, 0.03121200], dakle opet se samo sigurne
cifre u u�em smislu ispostavǉaju zaista sigurnim.

Primer 3. Zaokru�iti broj x = 72.353, zadat sa gorǌom granicom dozvol-
jene apsolutne grexke ∆x = 0.026, tako da u dobijenoj vrednosti sve cifre budu
sigurne u u�em smislu.

Rexeǌe: Ukoliko tra�enu vrednost oznaqimo sa x′, ǌome u startu pravimo
jox dodatnu grexku od |x′ − x| jer mi, ustvari, preko x′ dolazimo do x, a onda
preko x do x.

Zaokru�ivaǌe zaista jeste neophodno jer u x = 72.353 = .72353 · 102 cifra 3
(k = 5) nije sigurna u u�em smislu s obzirom na to da nije .026 < .5 ·102−5 = .0005.

Ukoliko zaokru�imo x′ = 72.35 = .7235 · 102, dozvoǉena granica grexke se peǌe
do

∆x′ = |x′ − x|+ ∆x = .003 + .026 = .029,

xto cifru 5 u x′ (k = 4) svakako ne qini sigurnom u u�em smislu s obzirom na
to da nije .029 < .5 · 102−4 = .005.

Ukoliko zaokru�imo x′ = 72.4 = .724 · 102, dozvoǉena granica grexke se peǌe
do

∆x′ = |x′ − x|+ ∆x = .047 + .026 = .073,

xto cifru 4 u x′ (k = 3) isto ne qini sigurnom u u�em smislu s obzirom na to
da nije .073 < .5 · 102−3 = .05.

Ukoliko zaokru�imo x′ = 72. = .72 · 102, dozvoǉena granica grexke se peǌe do

∆x′ = |x′ − x|+ ∆x = .353 + .026 = .379,

xto cifru 2 u x′ (k = 2) qini sigurnom u u�em smislu (a samim tim i cifru 7)
s obzirom na to da je .379 < .5 · 102−2 = .5.

Primer 4. Odrediti sa koliko sigurnih cifara u xirem i u�em smislu broj
x = .2518 aproksimira x = .2522.

Rexeǌe: Imamo ∆ = .0004 = .4 · 10−3 < 100−3 (x = .2518 · 100, k = 0) i ∆ > 100−4,
odakle zakǉuqujemo da x sadr�i 3 sigurne cifre u xirem smislu. Odmah vidimo
da ima i isto toliko cifara sigurnih u u�em smislu jer je

.5 · 100−4 < .4 · 10−3 < .5 · 100−3.

Podaci x i x se poklapaju na 2 znaqajne cifre.
Posmatrajmo sada situaciju u kojoj broj x = .2998 aproksimira x = .3002. Na

osnovu rexeǌa prethodnog zadatka jasno je da je i u ovom sluqaju broj sigurnih
cifara i uxirem i u u�em smislu u broju x kao aproksimaciji broja x jednak 3,
ali x i x se ne poklapaju ni u jednoj znaqajnoj cifri!

Primer 5. Veliqinu x = .123456 na 5 znaqajnih cifara mo�emo zaokru�iti
kao x = .12345 ili x′ = .12346 - xto je po pravilu zaokru�ivaǌa. U prvom sluqaju
je ∆ = .000006 = .6 ·10−5, odakle na osnovu 100−6 < .6 ·10−5 < 100−5 (e = 0) zakǉuqu-
jemo da x sadr�i 5 sigurnih cifara u xirem smislu (to su 1, 2, 3, 4, 5). Sliqno,
u drugom sluqaju je ∆ = .000004 = .4 ·10−5, i opet na osnovu 100−6 < .4 ·10−5 < 100−5

zakǉuqujemo da x′ sadr�i 5 sigurnih cifara u xirem smislu. Kako, tako�e, va�i
.5 · 100−6 < .4 · 10−5 < .5 · 100−5, to u drugom sluqaju imamo i 5 sigurnih cifara u
u�em smislu, ali ih zato u prvom sluqaju imamo 4 (1, 2, 3, 4) s obzirom na to
da je .5 · 100−5 < .6 · 10−5 < .5 · 100−4 .

Postoje dve teoreme kojima se opisuje veza izme�u broja sigurnih cifara
u podatku kojim aproksimiramo odgovaraju�u vrednost i relativne grexe te



aproksimacije (u principu se radi o iskazu istog tipa formulisanom na dva
razliqita naqina).

Teorema 1. Ukoliko vrednost x aproksimiramo vrednox�u x sa gorǌom grani-
com dozvoǉene relativne grexke δx, pri qemu x sadr�i k sigurnih cifara, onda
va�i

1

(α1 + 1) · 10k
≤ δx <

1

α1 · 10k−1
,

gde je α1 prva znaqajna cifra u x. Sliqno, ukoliko vrednost x aproksimiramo
vrednox�u x sa gorǌom granicom dozvoǉene relativne grexke δx, pri qemu x
sadr�i l sigurnih cifara u u�em smislu, onda va�i

1

2(α1 + 1) · 10l
≤ δx <

1

2α1 · 10l−1
.

Teorema 2. Ukoliko vrednost x aproksimiramo vrednox�u x sa gorǌom grani-
com dozvoǉene relativne grexke δx, pri qemu x sadr�i k sigurnih cifara, onda
va�i

k < − log10

∣∣(x)
∗∣∣− log10 δx,

gde (x)
∗ predstavǉa normalizovanu mantisu broja x. Sliqno, ukoliko vrednost

x aproksimiramo vrednox�u x sa gorǌom granicom dozvoǉene relativne grexke
δx, pri qemu x sadr�i l sigurnih cifara u u�em smislu, onda va�i

l < − log10

∣∣(x)
∗∣∣− log10 (2δx),

gde (x′)
∗ predstavǉa normalizovanu mantisu broja x.

Kako zbog |(x′)|∗ ∈ [.1, 1) = [10−1, 100) va�i log10

∣∣(x)
∗∣∣ ∈ [−1, 0), dok je u sluqa-

jevima koji su povoǉni sa praktiqnog aspekta (kada je δx xto je mogu�e maǌeg
reda veliqine) log10 δx negativan broj po apsolutnoj vrednosti puno ve�i od 1,
imaju smisla aproksimacije k ≈ − log10 δx i l ≈ − log10 (2δx).


